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Resumo

Este trabalho apresenta a formulação e a otimização de estruturas de placas submetidas 
a vibrações aleatórias, comparando a otimização estrutural no domínio do tempo e no domínio da 
frequência, utilizando-se como algoritmo o Método dos Pontos Interiores, apresentando exemplos 
comparativos dos dois processos de otimização.
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1 Introdução

O problema de otimização estrutural vendo 
sendo estudado exaustivamente nas ultimas décadas, 
principalmente envolvendo carregamento estático, 
tanto para otimização de dimensões quanto para a 
otimização de forma. Alguns trabalhos relevantes 
podem ser destacados como Herskovits (1995), Lund 
(1999), Falco (2000), Alves (2002).

A otimização estrutural envolvendo car-
regamento dinâmico ainda é pouco estudada, e para 
o caso de carregamento com características de um 
carregamento randômico, é ainda menos pesquisada.

Este trabalho apresenta a formulação e ex-
emplos de aplicação de otimização estrutural en volvendo 
carregamento randômico para o problema de estruturas de 
placas. Uma análise comparativa também é realizada para 
otimização determinística e a sua otimização equivalente.

2 A Formulação Geral do Problema 
de Otimização com Car regamento 
Ran dômico

Segundo Alves (2002), o problema de otimização 
de estruturas submetidas a vibrações aleatórias pode 
ser formulado da seguinte maneira:

Deseja-se minimizar a massa de uma 
estrutura sub metida a vibração aleatória, 
de modo que, em um determinado 
ponto da estrutura, a probabilidade 
do deslocamento ou aceleração ser 
maior que um deslocamento ou ace-
leração definida seja menor do que 
uma probabilidade preestabelecida.

Dessa forma pode-se determinar uma faixa na 
qual a estrutura esteja trabalhando com certa segurança 
para o carregamento em questão. Analiticamente o 
problema pode ser formulado da seguinte maneira:

Min P = rS Vi

Sujeito a: Pr(xi>xmax) < Pmax (01)

 Pr(
.. ..

maxix x>  ) < Pmax1

 vl ≤ vi≤ vu
onde
r – massa específica do material;
vi – variável de projeto, que pode ser a área da se-
ção trans versal, as dimensões (b, h) ou a espessura da 
camada de uma placa laminada;
xi – deslocamento de um determinado ponto da 
estrutura;
xmax – deslocamento máximo admissível no ponto xi 
..

ix  – aceleração gerada num determinado ponto da 
estrutura;
..

maxx  – aceleração máxima preestabelecida no estudo;
Pmax – probabilidade máxima estabelecida pelo usuário, 
tipo (10%, 15%);
vl, vu – limites inferiores e superiores das variáveis de 
projeto, respectivamente.

Nessa formulação tem-se que a Pr(xi>xmax) é 
dada pela seguinte expressão:

 
 (02)

onde p(xi) é função de densidade de probabilidade dada 
por
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 (03)

Para o problema estudado os processos são 
ergódicos com média nula. Dessa forma a expressão 
(3) se reduz a:

 (4)

Expressões semelhantes podem ser deduzidas 
para as acelerações, somente substituindo xi por xi. 

O desvio padrão da resposta da estrutura submetida 
à vibração aleatória é dada por (Clough, 1975):

 (5)

e a expressão para o desvio padrão da aceleração em 
um determinado ponto pode ser escrita como

 (6)

Para o algoritmo de otimização as restrições 
laterais do problema de otimização são transformadas 
em restrição de desigualdade. Dessa forma tem-se que:

 (7)

 (8)

2.1 O algoritmo de otimização utilizado

Para resolver o problema proposto foram uti-
lizados o algoritmo baseado no Método dos Pontos In-
teriores (Herskovits 1995) e o algoritmo de Programação 
Quadrática Sequencial, baseado no método de Lemke 
(1968). Esses algoritmos pertencem à classe dos métodos 
gradientes. Para a utilização desses métodos é necessária 
a determinação dos gradientes da função objetivo e res-
trições, para a determinação da direção de busca. A 
análise de sensibilidade foi baseada no trabalho de Alves 
(2000), onde é realizado um estudo comparativo entre 
o Método Semi Analítico e o Método das Diferenças 
Finitas. Dessa forma tem-se um estudo da análise de 
sensibilidade da resposta da estrutura, quando submetida 
à vibrações aleatórias, utilizada para a determinação dos 
gradientes das restrições.

2.2 O Problema de otimização com carregamento 
Dinâmico Determinístico

Segundo Falco (2000) o problema de otimização 
com carregamento dinâmico determinístico pode ser 
escrito da seguinte maneira:

Minimize  

Sujeito a: u(t) ≤ umax (9)

xlw ≤ xi ≤ xup

onde
xi – volume do elemento i da malha de elementos 

finitos, que pode ser dado em função da área da seção 
transversal, dimensões da seção transversal, ou da 
espessura de um elemento;

u(t) – deslocamento em um determinado passo 
de tempo t.

xlw , xup – limites inferior e superior das variáveis 
de projeto, respectivamente.

O deslocamento u(t) é calculado pelo Método de 
Newmark que é descrito resumidamente a seguir.

Para o Método de Newmark tem-se que:

 (10)

  (11)

 (12)

onde ut , ut , ut  são, respectivamente, deslocamento, 
velocidade e aceleração no tempo t e utt ∆+ , utt ∆+  e 

utt ∆+  representam o deslocamento, velocidade e 
aceleração no tempo t+Dt, respectivamente.

3 Otimização de Placas Com Car-
regamento Dinâmico

Para o caso de placas realizou-se a análise para 
uma placa quadrada engastada nas quatro bordas, 
conforme mostrado nas Figuras 1 e 2. O carregamento 
da placa segue na Figura 3. 

Devido à simetria da estrutura analisou-se somente 
¼ da placa. Para o problema de otimização analisou-se a 
placa considerando-se 1, 2 e 4 variáveis de projeto.

Figura 1 – Placa analisada para otimização.
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 (a) (b) (c)

Figura 2 – a – Otimização para 1 variável de Projeto
 b – Otimização para 2 variáveis de Projeto
 c – Otimização para 4 variáveis de Projeto.

.

Figura 3 – Gráfico Carga x Tempo.

O problema de otimização da placa foi definido 
da seguinte forma:

Minimize:
Sujeito a: wc(t) ≤ 0.029  (13)
hlw ≤ hi ≤ hup

3.1 Otimização equivalente de placas

Para o problema de placas descrito na expressão 
(13) realizou-se um estudo da otimização probabilística 
equivalente da placa. Da mesma forma que no caso 
determinístico, o problema probabilístico foi analisado 
para 1, 2 e 4 variáveis de projeto. 

Alves (2000) descreve detalhadamente com a 
utilização de transformada de Fourier como A Tabela 1 – 

Tabela 1. Resultados da otimização determinística para placa

 Variáveis de Projeto Inicial Final
 1 V.P. 2 V.P. 4 V.P.
 h1(m) 1x10-2 9.615x10-2 1.605x10-2 2.104x10-2

 h2(m) 1x10-2 _ 3.657x10-2 1.004x10-2

 h3(m) 1x10-2 _ _ 5.243x10-3

 h4(m) 1x10-2 _ _ 3.007x10-3

 Função Objetivo (m3) 25.0 24.04 16.89 15.38
 Restrição (m) 2.58x10-2 2.9x10-3 2.9x10-3 2.9 x10-3

Como se pode observar para os casos estudados no problema da placa, o melhor resultado foi obtido considerando-se o problema com 4 
variáveis de projeto. Para todos os três casos a restrição se faz ativa no final da otimização.

apresenta os resultados obtidos para o problema de otimização 
descrito na expressão (13) para 1, 2 e 4    variáveis de projeto.

 obter o carregamento equivalente para 
otimização determinística, e Alves (2001) apresenta 
aplicação do problema para estruturas reticuladas. 

Para o carregamento dinâmico proposto no 
problema da expressão (3) o carregamento pro-
babilístico equivalente segue na Figura 4. Deseja-se 
nesse problema que a probabilidade do deslocamento 
no centro da placa de ser maior que 0,029 m não seja 
maior que 0,5%.

Figura 4 – Carregamento equivalente para 
otimização probabilística da placa.

Minimize

Sujeito a: Pr(wc>0.029) ≤ 0,5%  (14)

0,01(m) ≤ hi ≤ 0,1(m) 

Os resultados da otimização seguem na Tabela 2.
Como pode-se observar na Tabela 2, da mesma 

forma que no caso da otimização determinística, o melhor 
resultado foi obtido considerando-se a otimização com 
quatro variáveis de projeto. Da mesma forma que no 
caso de estruturas reticuladas, as variáveis de projeto têm 
valores diferentes, porém, a função objetivo tem valores 
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relativamente próximos, a menos do caso considerando-
se somente uma variável de projeto; ao se calcular 
a relação da função objetivo do caso probabilístico, 
dividido pela função objetivo do caso determinístico, 
os valores serão, 0,732%, 0,913% e 0,906% para 1, 2 e 
4 variáveis de projeto, respectivamente. Como se pode 
observar os resultados melhoraram sensivelmente com o 
aumento do número de variáveis de projeto.

4 Conclusões
Conforme apresentados nas Tabelas 1, 2 obtêm-

se resultados melhorados do projeto inicial proposto 
para o problema de placa, tanto para o carregamento 
dinâmico determinístico quanto para o carregamento 
dinâmico randômico. 

Em relação aos resultados a otimização equi-
valente de um carregamento dinâmico determinístico 
em relação ao carregamento dinâmico randômico 
mostraram resultados bem próximos, apesar de 
algumas diferenças nas variáveis de projeto o resultado 
final da função objetivo foram bem próximos para o 
caso com quatro variáveis. O aumento das variáveis de 
projeto melhoraria este processo.

Em relação ao custo computacional a otimização 
para o caso randômico é mais cara, principalmente 
quando se tem que avaliar os gradientes da restrições, 
que envolvem a avaliação dos gradientes da matrizes de 
rigidez, massa, amortecimento, freqüências de vibração 
e modos de vibração, além da avaliação da sensibilidade 
do desvio padrão e das funções de autocorrelação 
aplicadas na Transformada de Fourier.
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Tabela 2. – Resultados da otimização probabilística para placa

 Variáveis de Projeto Inicial Final
 1 V.P. 2 V.P. 4 V.P.
 h1(m) 1x10-2 7.036x10-3 1.026x10-2 1.155x10-2
 h2(m) 1x10-2 _ 4.806x10-3 7.466x10-3
 h3(m) 1x10-2 _ _ 2.970x10-3
 h4(m) 1x10-2 _ _ 5.776x10-3
 Função Objetivo (m3) 25.0 17.590 15.424 13.942
 Restrição (%) 38 44.7 44.7 44.7


